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Felrattande koder

THOMAS HOGLUND

KTH, Stockholm

Inledning. Felrattande koder anvands i CD-skivspelare, vid bild-
overforing fran satellit till jorden och vid kommunikationsradiotrafik
— for att ta nagra exempel.

I samtliga dessa fall &r det fraga om att 6verfora en bitfoljd (d.v.s.
en f6ljd av nollor och ettor) fran en séndare till en mottagare. Pro-
blemet ar att foljden kan bli stord under overféringen och att det
mottagna meddelandet darfor kan fa dalig kvalitet.

Denna specialuppgift gar att genomféra for hand men det ar en
fordel om du har tillgang till en dator da du kodar och avkodar
meddelanden och da du simulerar storningar.

1. Tag ett pennset med 8 av vara vanligaste farger. Identifiera varje
farg med en bitfoljd av langd 3. T.ex.

rott  orange gult gront blatt violett svart vitt
000 001 010 011 100 101 110 111

Valj en enkel och tydlig fargbild som endast innehaller de farger du
valt - en flagga t.ex. Lagg ett rutnat over bilden. Las av fargen pa

rutorna i nagon viss ordning. Du har nu fatt en bitféljd som svarar
mot din bild.

En annan mojlighet ar att ta nagra meningar ur en vanlig text och
oversatta meningen till bitar t.ex. genom identifikationen: A =
00000, B = 00001, ..., O = 11011, mellanslag = 11100, punkt =
11101, komma = 11110, 6vrigt = 11111.

2. For att fa en bild av vad storningar kan stalla till med ska du
hér simulera storningar. Gor ett kast med tva tarningar for varje
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bit i foljden. Andra biten (nolla till etta, etta till nolla) om bada
tarningarna visar sexor, annars later du biten sta kvar. I medeltal
kommer alltsa var trettiosjatte bit att andras. Rita upp den mot-
tagna bilden.

Allmant om koder. Ett satt att upptacka fel ar att sanda varje
bit 2 ganger, 0 kodas till 00 och 1 till 11. Om den mottagna foljden
ar 10 sa ser vi att ett fel uppstatt men vi kan inte avgéra om den
ursprungliga biten var 1 eller 0. Denna kod ar alltsa felupptackande
men inte felrattande. For att fa en felrdttande kod kan vi sianda
varje bit 3 ganger. Om den mottagna foljden ar 010 sa ser vi att
(minst) ett fel uppstatt och att den ursprungliga biten (troligen) var
0. Risken finns naturligvis att tva fel uppstatt men denna risk ar
liten jamfort med sannolikheten att ett fel uppstatt - forutsatt att
felsannolikheten ar liten och att fel uppstar oberoende av varandra.
Denna kod rattar 1 fel pa 3 bitar. En nackdel dr emellertid att
meddelandet forlangs med en faktor 3.

Mer allmant kan vi dela in en bitfoljd i block om k bitar, dar k ar
ett positivt heltal, t.ex. k = 2. Lat n vara ett heltal som ar storre
an k, t.ex. n = 5. Tilldela varje bitfoljd av langd k en bitfoljd av
langd n. De senare bitfoljderna kallas kodord och vi sager att vi valt
en [n, k] kod.

Om vi t.ex. har valt [5,2] koden:

00 — 00000, 01 — 01011, 10 — 10101, 11 — 11110,
sa kodas bitfoljden 011011 sa har:
011011 =01 10 11 — 01011 10101 11110.

Observera att endast ett fatal av alla n-bitsféljder ar kodord.
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Avstandet mellan tva bitfoljder av langd n ar antalet av de n po-
sitionerna dar de tva foljderna har olika bitar. Sa t.ex. ar avstandet
mellan 10101 och 11110 lika med 3 eftersom de skiljer sig pa posi-
tionerna 2, 4 och 5.

Da en bitfoljd sants ivag och mottagits ska den avkodas. Om
en mottagen n-bitsfoljd inte ar ett kodord sa ersitts den med det
narmaste kodordet - om ett sadant finnes. I exemplet ersatts foljden
01000 med 00000 eftersom avstandet mellan dessa &r 1 medan av-
standet mellan 01000 och varje annat kodord ar minst 2. Daremot
kan vi inte avkoda f6ljden 01100 eftersom denna har avstandet 2 till
bade 00000 och 11110 och avstandet 3 till de tva 6vriga kodorden.

Denna kod rattar alltsa ett fel och den ar optimal i den meningen
att det inte finns nagon [5,2] kod som rattar fler fel. Problemet att
for godtyckliga tal n och k finna en optimal [n, k] kod ar fortfarande
(1988) olost.

Vi ska nu infora en addition mellan bitfoljder. Bitar adderas sa
har: 0+0=0,0+1=14+0=1, 1+1 = 0. Tva lika langa bitfoljder
adderas genom att addera bitarna positionsvis. T.ex.

(1,1,1,0,0) +(0,1,0,1,0) = (1 +0,1+ 1,1+ 0,0+ 1,0+ 0)
= (1,0,1,1,0).

Har satte vi for tydlighetens skull parenteser runt bitfoljderna och
kommatecken mellan bitarna.

Hammingkoden. Denna kod ar definierad for vissa n och k namli-
gendan=2"—1och k=n—rforr=234,..eller [n, k| =[3,1],
[7,4], [15,11], [31,26], .... Det &r Onskvart att kvoten 7 dr nara 1
eftersom det kodade meddelandet forlangs med denna faktor. For
Hammingkoden ar dessa kvoter 3, 1.75, 1.36, 1.19, .... Daremot sa
rattar denna kod bara 1 fel i varje kodord av langd n.
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Hammingkoden [n, k] kan konstrueras pa foljande sétt:
— Skriv upp alla 2" bitfoljder av langd r. Stryk nollfoljden och de r
foljder som innehaller exakt en etta. Kvar blir 2" — 1 — r = k foljder
av langd r. I fallet [7,4] (d.v.s. r = 3) far vi de 8-1-3=4 fdljderna
011 101 110 111.
— Foljden 10...0 av langd k kodas till det kodord av langd n vars k
forsta bitar ar just 10...0 och vars aterstaende r bitar ar den forsta av
de uppskrivna foljderna. Kodordet svarande mot 010...0 fas genom
att lagga till den andra av de kvarvarande foljderna till 010...0 o.s.v.
tills slutligen 0...01 kodas genom att lagga till den sista foljden.

I exemplet
1000 — 1000011 0100 — 0100101 0010 — 0010110 0001 —
0001111.
— Koden ar linjar: Om z kodas till  och y till i sa kodas = + y till
T+ y. T.ex. kodas 1010 till 1010101 eftersom 1010 = 1000 4 0010
och 1000011 4 0010110 = 1010101. Vidare kodas 1011 till 1011010
eftersom 1011 = 1010 + 0001 och 1010101 + 0001111 = 1011010

0.S.V.

3. Lat for varje kodord x, B(x) beteckna méngden av alla bitféljder
av langd n som har avstandet hogst 1 till 2. Overtyga dig om att
foljande resonemang ar riktigt i forsta hand for » = 2 och r = 3
men aven for ett allmant r. Avstandet mellan tva olika kodord ar
alltid minst 3. B(x) bestar av n + 1 = 2" kodord. Om z och y &r
tva olika kodord sa finns ingen bitféljd av langd n som ligger i bade
B(x) och B(y). Det finns 2¥ = 2"~ kodord, sa de 2"~ " mingderna
B(z) innehaller déarfor 2"~" x 2" = 2™ olika bitfdljder av langd n.
Darfor finns ingen bitféljd av langd n som ligger utanfor alla B(x).

Vi har alltsa visat att for varje bitfoljd av langd n finns exakt ett
kodord pa avstandet hogst 1.
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4. Koda bitfoljden under punkt 1 med Hammingkoden [7,4]. Simu-
lera storningar som under punkt 2. Avkoda. Rita bilden. Jamfor
med resultatet under punkt 2.

5. I de i inledningen namnda exemplen kommer storningarna oftast
i skurar (flera fel i f6ljd). For att simulera en sadan situation kan du
géra sd hir: Kasta tva térningar. Andra alla de tre forsta bitarna
om du far tva sexor, annars later du bitarna sta kvar. Upprepa for
de tre foljande bitarna o.s.v. Har kommer alltsa storningarna tre
och tre men vi har fortfarande att i medeltal ar var trettiosjatte bit
stord. Eller hur? Avkoda och jamfor med tidigare resultat.

Multiplikation av bitfoljder. Vi har tidigare definierat addition
av bitfoljder. For att konstruera koder som klarar av storningar
av den typ du simulerade under punkt 5 ska vi nu aven infora en
multiplikation.

Varje bitfoljd (bg, b1, ..., by,—1) svarar mot ett polynom by + byx +
box?® + ..by_12™ 1 och omvint. S& t.ex. svarar 101 mot 1 + 0 -
t+1-22=14+220ch 010 mot 0+1-2+0- 22 = 2. Foljden 000
svarar mot nollpolynomet (talet 0) och 100 mot det polynom som
ar konstant 1. Det finns tva polynom av grad 1: x och 1 + x. Det
finns fyra polynom av grad 2: z2, x 4+ 22, 1 + 22 och 1 + x + 22. De
tre forsta av andragradspolynomen gar att skriva som en produkt av
tvd polynom av ligre grad, nimligen 2% = x - x, x + 22 = 2(1 + 2)
och 1+ 2% = (1 +2)(1 +2). (Hir utnyttjade vi att 1 +1 = 0.)
Polynomet 1 + x + 22 gar diremot inte att skriva som en produkt
av tva polynom av lagre grad. Sadana polynom kallas irreducibla
(jAmfor primtal). Det finns alltsa ett irreducibelt polynom av grad
2: 142+ 22,

Betrakta nu bitfoljder av langd 2. Det finns 4 sadana: 00, 10,
01 och 11 och de svarar mot polynomen 0, 1, x och 1 4+ x. Nar vi
multiplicerar dessa ska vi rdkna som om 1+ z + 22 = 0 d.v.s. som
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om 22 = 1+x. (Addera 1+ z till bada sidor och utnyttja att 2 = 0.)
Vifarox-o =22 =14z, 2(1+z)=ac+22 =2+ (1+2) =1,
A+2)1+2)=1+22+22=14+22=1+(1+2x) =2z,

For att slippa skriva sa mycket skriver vi 0,1, 2, 3 i stallet for 00,
10, 01 respektive 11. D.v.s. i stallet for 0, 1, x respektive 1 + x. Vi
har alltsa multiplikationstabellen

X 0O 1 2 3 + 0 1 2 3
0 0 0 0 O 0 0 1 2 3
1 0O 1 2 3 1 1 0 3 2
2 0 2 3 1 2 2 3 0 1
3 0 3 1 2 3 3 2 1 0

Till hoger star den additionstabell den addition vi redan infort ger.

Observera att vi kan rakna med dessa element ungefar som med
vanliga tal. Vi kan subtrahera: For varje p och ¢ finns exakt ett r sa
att 7+ p = ¢ (ndmligen r = p + ¢). Vi kan &ven dividera med p om
p # 0: For varje ¢ finns exakt ett s sa att sp = ¢. Om vi skriver ¢/p
i stéllet for s sa har vi t.ex. 3/2=2 och 1/2=3. Légg ocksa méirke
till att alla element, p, uppfyller p* = p.

Det finns tva irreducibla tredjegradspolynom: 1 + x + z3 och
1+ 22 + 23, Vilj t.ex. det forsta. Rikna som om detta dr 0 (d.v.s.
ersatt 23 med 1 + x) nar du multiplicerar polynom av grad hogst 2.
Det medfor att x* ska ersittas med x + 22 eftersom z* = z - 23 =

x(1 +x) =z + 22, Sa till exempel ar 7-5 = 6 eftersom

1+z4+22)1+2%) =1+2+22% + 2° +2*
=14+2+04+(14+2)+ (x4 2%) =2+ 2°

6. Gor en multiplikationstabell och en additionstabell for de 8 bit-
foljderna av lingd 3. Gor dven en tabell over p, p2, p?, p*, p°, p®, p”
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for alla de 8 elementen p. Aven hir kan vi subtrahera och dividera.
Observera att alla element p, uppfyller p® = p och att vissa element
ar sadana att de 7 potenserna p*, i = 1,...,7 ger alla element utom
0. Sadana element kallas primitiva. Vilka element ar primitiva? Om
p ar primitivt sa giller 1 4+ p+p? + ... +p° = 0.

Reed-Solomon koden. Pa motsvarande sitt kan man definiera
multiplikation for bitfoljder av langd m. Reed-Solomon koden kodar
bitfoljder av lingd mk bitar till bitfoljder av laingd m(2" — 1) bitar.
Har ar m och k ar positiva heltal.

Vi ska i fortsattningen halla oss till fallet m = 3, k = 5. De
bitfoljder som ska kodas har alltsa langden 3 x 5 = 15 bitar och
kodorden har lingden 3(2% — 1) = 3 x 7 = 21 bitar (5 element kodas
till 7 element). Meddelandet forlangs alltsa med en faktor 1.4 att
jadmfora med 1.75 for Hammingkoden [7,4].

Reed-Solomon koden kan konstrueras sa har: Valj ett primitivt
element p, t.ex. p = 2 = (0,1,0). Dela in 15-bitsf6ljden i 5 block
av langd 3. Vi far da en foljd (ag, a1, as,as,as) av element. Denna
kodas till de 7 elementen (cg, c1, ..., cg), dar

(%) ¢i = ag +ar1p’ + azp” + azp® + asp™
for 1 = 0,1,2,3,4,5,6. Har har vi vanlig multiplikation i exponen-
terna 2, 3¢ och 41.
Sa t.ex. om vi startar med 15-bitsfoljden 100010000110111 och
later p = 2 sa ar (ag, a1, a9,as3,a4) = (1,2,0,3,7) och vi far
ci=1+4+2-2"40-2%43.2% 1 7.2%,
Darfor ar
co=14+240+34+7=T7,
clg=1+2-2+0-2243.2° +7.2¢
=1+44+04+5+4=4
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0.8.V.
Addera de 7 identiteterna (x) och anvind dig av att 1+ p -+ p? +
... + p® = 0. Resultatet blir

co+...+cg=Ta0+0-a1+..4+0- a4 = ag.

Att 7Tag = ag kommer sig av att ag + ag = 0. Lat ¢ vara sadant att
gp =1 d.v.s. ¢ =p° (¢ =5 med vart val av p). Multiplicera bada
sidorna i (x) med ¢* och addera. Resultatet blir

co +c1q + cqu + ..+ 06(]6 = a.

(Kom ihag att p® = p,p? = p?,...,p*® = p,....) Multiplicera sen (%)
med ¢?* och addera. Fortsitt sa med ¢*,...,¢%. Resultatet blir ett
avkodningsrecept:

ar = co + Clqk + Czq% + C3<]3;c + C4q4]‘c + qumC + 06961C

for k = 0,1,2,3,4. Dessutom far vi tva ekvationer som galler for
kodord (men inga andra):

(%%) co + c1q" 4 c2g®* + c3¢3F + caq™ + e5¢°F 4 c6¢%F = 0

for k = 5,6. Dessa ekvationer kan anvandas till att ge en algoritm
som rattar ett fel men det behéver du inte gora.

7. Denna kod kan ritta fel i ett av de 7 elementen (och darmed 3 fel
i de 3 motsvarande bitarna). Du ska nu Overtyga dig om att detta
pastaende ar sant genom att fylla i detaljerna i féljande resonemang.
— Om ¢ = (c¢},...,c5) och " = (cf,...;c¢) ar tva kodord sa &r
c=cd —d"'=(c) —f,...,c5 — cf) ocksa ett kodord.

— Det racker darfor att visa att om ¢ = (c1,...,c6) ar ett kodord
sadant att ¢; = 0 for alla utom mdojligen tva varden pa i sa ar ¢; = 0
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for alla 1.

— Antag att ¢; = 0 for alla utom mojligen tva vérden pa i (i = 0
och i = 1 t.ex.). Eftersom de tva ekvationerna (xx) ar uppfyllda sa
maste aven cg och c¢; vara 0.

8. Koda din bild med denna kod. Simulera stérningar (i bitfoljden)
som under punkt 5. Avkoda och rita upp bilden. Du behover inte
anvanda avkodningsreceptet. Eftersom du vet vad ratt svar ska vara
sa behover du i regel bara kontrollera att den storda féljden (¢, ..., Gg)
skiljer sig fran det ostérda kodordet (cq, ..., cg) pa hogst en av de 7
positionerna. Om sa inte ar fallet kan du n6ja dig med att konstatera
att fel uppstatt.

Litteratur

MacWilliams, F.J. and Sloane, N.J.A., The theory of error-correcting
codes. North-Holland 1977.



