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Kvadratrotter och kedjebrak
HANS RIESEL
KTH

Regelbundna kedjebraksutvecklingar. Varje reellt tal z > 0 kan
utvecklas i ett s.k. regelbundet kedjebrak:

(1) wzbo-l- L 1
b1 + 1
ba +
bs +---
Ett mera kompakt skrivsatt for (1) ar
g My 1
(2) x_b°+\b1+|b2 +\b3+"'

Har ar by heltal > 0 och ovriga b; heltal > 0. Talen b; kallas utveck-
lingens delndmnare. Att finna framstallningen (2) &r mycket enkelt.
Med beteckningen [z] for den s.k. heltalsdelen i x, det storsta heltalet
< z, finner man

(3)

1 1
bo = [z], x1 =

by = [x1], @2 =

ZL’—b(), ZL’1—b17

1 1

62:[.%2], T3 = RPN bn:[a:n], Tn+1 =

To — by’ Ty — by,
Berdkningen avslutas, sa snart som ett av talen x; blir ett heltal.
Detta intraffar, om det ursprungliga talet x ar ett rationellt tal. I
annat fall sdger man att kedjebraksutvecklingen blir oavslutad eller
oandlig.

EXEMPEL 1. Den regelbundna kedjebraksutvecklingen for v/2 berik-
nas pa foljande satt:

b():[\/§]:1, Ir1 = !

lf_1:\/§+1
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:[\/5“‘1]:27 $2:—=\@—|—1.

Harifran upprepas kalkylen periodiskt. Déarfér kommer by och alla
efterfoljande b; att bli = 2, och utvecklingen, i detta fall oandlig, blir

N -

(4) \/5:1+‘i R

2

EXEMPEL 2. Basen for det naturliga logaritmsystemet, talet e, far
foljande utveckling. Talvardet pa e = 2.71828182... ger

bp =2, x; =1/0.71828182... =1.39221119...
by =1, x5 =1/0.39221119... = 2.54964677 ...
by =2, x3 =1/0.54964677... = 1.81935024 ...
bs =1, x4 =1/0.81935024... = 1.22047928...
by =1, x5 =1/0.22047928... = 4.53557347 ...
bs =4, xg =1/0.535573... =1.867157...
bs¢ =1, x7 =1/0.867157... =1.153193...
by =1, xg =1/0.153193... =6.527707...
bs =6, x9 =1/0.5277... = 1.8949...

bp =1, x10=1/0.8949... =1.1173...

bip =1, x11 =1/0.1173... = 8.5226. ..

b1 =38,

Denna kalkyl later oss ana Eulers berémda utveckling av e:

_o L A 1 1 1) 1] 1) 1 1] 1
(5) R P X TR FRA VI R PR T PR ERA I

Regelbundna kedjebraksutvecklingar for kvadratrotter. Man
kan visa, att varje kvadratisk irrationalitet  (alltsa ett irrationellt
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tal, som satisfierar en andragradsekvation Ax? 4+ Bx + C' = 0 med
heltalskoefficienter A, B och C) far en regelbunden kedjebraksut-
veckling, som &r periodisk. Om z viljs till /D, dir D &r ett positivt
heltal, som inte #r en jimn kvadrat, foregas perioden av by = [v/D].
Periodens sista delnamnare visar sig vara 2by, medan alla andra
delnamnare ar mindre an 2by. Detta kan anvandas for att upptacka,
nar perioden ar slut.

Ett datorprogram for berakning av kedjebraksutvecklingen
for kvadratrotter. Med nedanstaende Pascal-program kan Du lata
datorn beriikna kedjebraksutvecklingen for v/ D. Nar den forsta pe-
rioden i utvecklingen har genomlopts, avbryts berakningarna, och
resultatet skrivs ut.

Program Kedrot (input,output) ;
(*Berdknar forsta perioden i den regelbundna

kedjebraksutvecklingen av sqrt(D) *)

Label 1;
Var D,p0O,pl,q0,rot,b0,i : integer;

sqrtD : real;

Begin

write(’Mata in D for kedjebraksutv. av sqrt(D):’);
read(D); writeln;

sqrtD:=sqrt(D); rot:=trunc(sqrt(D+0.5));

write(’Den regelbundna kedjebraksutvecklingen av sqrt(’);
writeln(D:1,’) &r:’,rot:1,’, f61jt av perioden’);

i:=0; p0:=0; qO0:=1; bO:=rot;

1: i:=i+1; pl:=b0*q0-p0; qO0:=(D-sqr(pl))div qO0; pO:=pl;
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b0:=(rot+p0)div q0;

if bO<>*rot then begin write(b0:1,’,’); goto 1 end;
writeln(b0:1,’,...%); writeln(’Perioden genomldpt! i=’,i:1);
end.

Idén bakom datorprogrammet. Nar man hunnit ett stycke pa
vag i utvecklingen (2), kan situationen beskrivas pa foljande sétt:

B 1 1|, 1]
(6) vttt
dar
(7) = b 4L L

[bg1  |bpo
Antag nu, att vi vid utvecklingen av x = v/D kommit fram till att
z, = (VD + pn)/qn. (Fér n = 0 har man ju 29 = ¢ = VD =
(v'D + 0)/1, alltsa po = 0 och ¢o = 1.) D4 blir b, = [z,], som

beraknas som (rot+pn)div gn. Vidare blir

\/E‘}_pn \/E_ (ann _pn) \/E_pn-i-l

8) Yoy -
4n dn 4n

som ger

(9) - dn Qn(\/ﬁ_'_pn—i-l) o \/E+pn+1

Tn4+1 — = =
VD —ppyiq D — p%-ﬁ—l dn+1

dar ¢n41 = (D —p2,1)/qn- Den springande punkten &r tydligen, att
¢n gar jamnt upp i talet D — p? 41- Forsok att bevisa dettal Om Du
studerar programmet, skall Du finna att det ar ovanstaende formler
for p,+1 och ¢,11, som ar atergivna for n = 0.

Nagra fragor. Provkor datorprogrammet for D = 18. Kontrollera
att programmet svarar "4, £61jt av perioden 4,8,...” Detta betyder,
att

. g Yo 1 1
1) VB=d+ Pttt T
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Kor nu programmet for alla D < 24, som inte ar jamna kvadrattal.
Forsok svara pa foljande fragor:

1. Kan Du finna nagon regelbundenhet i resultaten? Vad blir utveck-
lingen om D = 22 +1, dir x ar heltal? Utvecklingen om D = 2 —17?
Utvecklingen om D = 22 4 27

2. Forsok komma underfund med, vilka D-varden som ger period-
langden 1 och vilka som ger periodlangden 2.

3. Kor nagra storre varden pa D, och forsok uppskatta, hur lang
perioden kan bli, nir den ar som langst!

Kedjebrak och approximationer. Den viktigaste tillampningen
av kedjebrak ar inom approximationsteorin. Om man avbryter ut-
vecklingen (2) efter n delndmnare, och berdknar

An

(11) bo + B,

1 1 1

L [ R
b1 " [bo b
visar det sig, att de rationella talen A, /B, utgdér goda approxima-
tioner av x. Man kan visa, att

An
B,

1

12 :
( ) N bn—l—lBTZL

x_

EXEMPEL.Om utvecklingen (5) av talet e ovan avbryts omedelbart
fore delnamnaren 6, fas

1]
13) 24—
(13) 2+ '+ =

1 ' [2

For denna approximation galler att

(14) e —2.718310| = 0.000028 < 0.000033 = =——.
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Ekvationerna z? — Dy? = 1. Utgdende fran (12) visar man litt,
att approximationen A, /B, till VD for vissa, lampligt valda virden
pd n, dr sd god, att A2 — DB? = £1. (Eftersom VD &r irrationellt,
kan aldrig A2 — DB2 bli = 0, och eftersom uttrycket &r ett heltal,
ar de till absoluta beloppet minsta vardena, som det kan anta, +1.)
Man kan med andra ord l6sa de diofantiska ekvationerna

(15) r? — Dy? = +1

med hjélp av kedjebraksutvecklingen for +/D. (Diofantiska ekva-
tioner ar ekvationer, dér heltalsvirden pa de obekanta soks.) Det
aterstar att finna de ovan omtalade virdena pa n, for vilka A, /B,
utgor en tillrickligt god approximation av /D for att |A2 — DB2|
skall anta ett sa lagt varde som 1. Detta kan ske pa foljande satt:

Antag, att = och y satisfierar 2 — Dy? = +1. D4 finner man i
tur och ordning att

(16) <§—\/5> <x+\/5§ i

eftersom z/y ~ v/D. Om alltsa for nagot n delnimnaren b, i
kedjebraksutvecklingen av v/D blir sa stor som ~ 2v/D, kan villko-
ret (12) uppfyllas. Men 2v/D ~ 2bg, och vi har tidigare sett, att
sista delnamnaren i varje period ar just 2bg. Om vi alltsa avbry-
ter kedjebraksutvecklingen omedelbart fore en av dessa maximala
delndmnare och berdknar motsvarande rationella approximation A,, /
B, till \/5, satisfierar A,, och B,, en av de diofantiska ekvationerna
(15).
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EXEMPEL. D = 2 ger de diofantiska ekvationerna z? — 2y? = +1.

Kedjebraksutvecklingen (4) for v/2 ger, om den avbryts strax fére alla

stallen, dar delnamnaren 2by = 2 star, d.v.s. var som helst, féljande

approximationer till v/2:

(17) 13 7 17 41 99 239 577 1393
1’ 27 57 127 297 707 1697 408" 985

Dessa approximationer ger i tur och ordning
(18)
12—2.12 = -1, 32-2.22 =1, 7°—2.52 = -1, 17*—2-12? =1, ...,

alltsd varannan gang en 16sning till 2 —2y? = —1 och varannan gang
en losning till 22 — 2y? = +1. — Man kan bevisa, att alla losningar
till 2 — 2y? = +1 kan fas pa detta sitt.

Nagra uppgifter. Med hjalp av datorprogrammet kan Du angripa
foljande fragestallningar:

1. Berakna de minsta losningarna till de diofantiska ekvationerna
2?2 — Dy? = +1 for alla D < 24, som inte dr jaimna kvadrattal. Har
alltid ekvationen z? — Dy? = —1 nagon 16sning? Kan Du bevisa
nagot i den ena eller andra riktningen?

2. Redan for mattliga virden pa D blir minsta l6sningen till 22 —
Dy? = +1 valdigt stor. Kan Du berikna minsta l6sningen for D =
947

3. Forsok bevisa pastaendet som gjordes i samband med formel (9)
ovan, att g, alltid gar jimnt upp i talet D — p2 41- Ledning: Ett
induktionsbevis, som utnyttjar att gg = 1 gar jamnt upp i D — p? ar
inte sarskilt komplicerat!

4. Om Du klarat punkt 3 ovan, dr Du nara ett bevis for att utveck-
lingen av v/D i regelbundet kedjebrak alltid blir periodisk. Bevisa
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forst att talen p, och ¢, i formel (8) ar begrinsade. Sedan foljer att
antalet kombinationer av p,, och ¢, som kan forekomma i utveckling-
en ar andligt. Alltsa maste, forr eller senare, for nagra varden pa m
och n, p,, = pn och ¢,, = qn, varvid kalkylen upprepas fran denna
punkt, och utvecklingen alltsa blir periodisk!

5. Anvand kedjebraksutvecklingarna, som Du fatt fram med hjalp
av datorprogrammet, till att ange rationella approximationer med

en noggrannhet motsvarande 3 korrekt avrundade decimaler for alla
VD for D < 24.

Litteraturen om kedjebrak ar tyvarr knapp, men en trevlig liten
bok ar dock

Schmidt, A.L., Kedebrgker. Gyldendal, Képenhamn 1967.



