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Fraktaler och iteration av funktioner
HANS WALLIN

Umea Universitet

1. Inledning. Georg Cantor (1845-1918), méangdldrans skapare,
konstruerade en mangd som numera kallas Cantormdngden och som
visat sig ha manga intressanta egenskaper. I vara dagar har Can-
tormangden uppmarksammats aven utanfor matematikerkretsar dar-
for att den bidragit till att ge grunden for en beskrivning av manga
fenomen i naturen med hjalp av fraktaler (se nedan). Uppgiften i
detta specialarbete ar att konstruera Cantormangden och att lara
kanna en del av dess egenskaper samt att se hur detta kan laggas till
grund for beskrivning av delar av naturen med fraktal geometri (se
nedan).

2. Geometrisk konstruktion av Cantormangden C. Vi utgar
fran det slutna intervallet [0, 1] som vi kallar Cy. I forsta steget av
konstruktionen delar vi [0,1] i tre lika langa intervall och tar bort
det mellersta, 6ppna intervallet. Den méngd som aterstar kallar vi
C7 som alltsa bestar av 2 slutna intervall av langd 1/3 vardera. 1
andra steget av konstruktionen delar vi varje intervall i C'; i tre lika
langa delar och tar bort det mellersta, 6ppna intervallet. Vi far da
kvar en mingd Co som bestar av 4 = 22 slutna intervall av lingd
1/9 = 372 vardera, o s v. Efter k steg har vi fatt C}, som bestar av
2% slutna intervall av lingd 37% vardera. Vi far en odndlig f5ljd av
méngder Cy, Cy,Cs, ... . Figuren visar Cy, Cy,Cy och Cj.
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Cantorméingden C' &r den méngd som aterstar av [0, 1] efter hela

denna process, dvs C bestar av de punkter som tillhor C} for alla
k=0,1,2,.... Man skriver detta

-
k=0

Observera att C' ar en delmangd av C} for alla k. Cantormangden
C ar alltsa en starkt sonderskuren mangd; den ar ett typexempel
pa det som kallas en fraktal. Exempel pa punkter som tillhér C
ar andpunkterna av de 2F intervallen i Cy, for k = 0,1,..., t ex
punkterna 0,1,1/3 och 2/3.

a) Ange dndpunkterna till intervallen i Cy, C5 och Cy.

b) Forsok gora samma sak for Cj for ett godtyckligt k. Ledning:
Betrakta dndliga summor av typen > a;/3’ dir a; antar virdena
0,1 och 2.

3. Beteckningen f(A). Innan vi gar vidare skall vi inféra beteck-
ningen f(A) dir f ar en funktion och A &r en méangd. Med f(A)
betecknar vi helt enkelt mangden av funktionsvarden f(z) for vilka
x €A, f(A) ={f(x):x € A}.

Exempel: Om f(x) = 2x + 1 och A bestar av punkterna 1,2 och
3,dvs A={1,2,3},saar f(A) ={f(1), f(2),f(3)} ={3,5,7}.
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4. Konstruktion av C' med iteration. Lat f; och f; vara funk-
tioner definierade genom
n 2

3

filz) = g och fa(z) =

w8

Lat zg vara ett godtyckligt reellt tal som vi kallar for startvdrdet. Vi
definierar en oandlig foljd av mangder Ag, A1, As,... genom

{ AO = {m0}7
An = fl(An—l) U fQ(An_l), for n = 1,2, oo e

Det betyder att A1 = f1(Aog) U f2(Ao) = {fi1(x0), fa(xo)}, A2 =

f1(A1) U fa(A1) = {f1(f1(%0)), f1(f2(20)), f2(f1(20)), f2(f2(m0))}, ©
sv. Omtex zg=1sadar Ay ={1/3,1} och A, ={1/9,1/3,7/9,1}.
Foljden Ag, Aq,... ar konstruerad utgaende fran startvardet x

(1)

och funktionerna f; och fo genom iteration; vi kallar {f1, fo} ett
iterativt funktionssystem.

c) Berdkna A3 om xg = 1 och rita ut A3 pa talaxeln.

d) Gor samma sak for A;, Ay och Az om zy = 2.

e) Overtyga dig om att Cp, = f1(Cp_1) U fo(Cp_y) for n=1,2,... .
5. Ett datorprogram for iterationen. Om man vill berdkna

och rita ut punkterna i A,, for stora varden pa n ar det lampligt att
anvanda dator.

f) Gor ett datorprogram som berdknar och ritar ut A,. Anvénd
programmet for att rita ut A,, for n =5, n =7 och n = 10 for nagra
olika startvarden xy. Jamfor figuren med Cantormangden C.

6. For stora n ar A, ungefar lika med C. Du skall nu férsoka
bevisa det du sett i figuren i uppgift f.

g) Overtyga dig forst om att varje « € Cj, ligger pa avstand mindre
an 37% fran en punkt i C.
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h) Anvand uppgift g for att visa att (da n gar mot oadndligheten)
punkterna i A, narmar sig punkterna i C', oberoende av valet av x.
Mer exakt: For varje r > 0 (r far vara godtyckligt litet) finns ett
heltal n(r) sa att, for n > n(r),

1° varje punkt i A,, ligger pa avstand mindre &n r fran en punkt i C
och

2° for varje punkt x € C finns en punkt y € A, sa att |[x — y| < r.

Egenskapen i uppgift h uttrycker matematikerna genom att saga
att avstandet mellan mangderna A,, och C' gar mot noll. Detta ar
den matematiska forklaringen till att figuren i uppgift f for vara égon
ser ut som C, d v s att vi for stora n (och t o m for ganska sma n)
inte ser nagon skillnad mellan C' och A,,.

Det ar alltsa sa att C' drar till sig (attraherar) punkterna i A,,.
Man kallar darfor C' for attraktor till det iterativa funktionssystemet

{f17f2}-
i) Overtyga dig om att C' = f1(C) U fo(C).

j) Forsok att hitta andra mangder F av reella tal sa att £ = f1(F)U
f2(E).

7. Ett annat satt att konstruera C genom iteration. Lat
f1 och fy vara samma funktioner som forut. Vi konstruerar zg, x1,
Tg,... dar xg ar startvirdet och x1 = fi(zg) eller 1 = fa(xg) och
valet mellan f;(xg) och fa(xq) sker slumpvis med sannolikhet 1/2 for
varje val. Valj sedan x5 = f1(x1) eller zo = f3(x1) med sannolikhet
1/2 {6r vardera valet, o s v.

k) Skriv ett datorprogram for detta (du behover en slumpgenerator).

1) Lat datorn rita ut xg,z1,...,2100 om xo = 1 (eller om zy ar en
annan punkt i C'). Rita ut 19,211, ...,Z100 om xg = 2 (eller om xg
dr en annan punkt utanfér C).
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m) Kan du ge en matematisk forklaring till det du ser i figuren i
uppgift 17

n) Vad tror du hander om man tar andra sannolikheter i valet mellan
J1 och fa7

8. Ett annat iterativt funktionssystem. Vi infor tre funktioner
g1, g2 och g3 definierade pa foljande satt. Starta fran en triangel i
ry-planet med hérn Py, P, och Ps (t ex P = (—1,0), P, = (1,0)
och P; = (0,/3)). Fér varje punkt P i zy-planet och for j = 1,2, 3,
definierar vi g;(P) som den punkt i planet som ligger mitt emellan
P och P; (se figuren).

g3(P) Ps

Py

0) Gor om sa mycket som mojligt av steg 4 - 7, dar f1 och fy ersétts
av g1,g2 och gs. Ledning: (1) ersétts av A9 = {Fp}, dar Py ar
en punkt i planet och A, = g1(A,_1) U ga(An_1) Ugs(A,_1), fOr
n =1,2,.... Sannolikheten 1/2 i steg 7 ersdtts med sannolikheten
1/3.

p) Avsluta med att gora en geometrisk beskrivning av attraktorn till
det iterativa funktionssystemet {g1,g2,93} da P, = (—1,0), P, =
(1,0) och P3 = (0,4/3). (Denna attraktor brukar kallas Sierpinskis
triangel.)

9. Fraktal geometri. I princip kan man starta med tva eller flera
godtyckligt valda funktioner {g1,gs,...,gn} och hoppas att man
skall kunna gora en liknande teori som ovan. For manga val av
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{91, 92,...,9n} gar detta och istéllet for Cantorméngden C' och Sier-
pinskis triangel S far man andra typer av attraktorer som, liksom C
och S, ar starkt sonderskurna mangder som kallas fraktaler. Man har
funnit att lampligt valda funktioner {g1, ..., gn} ger attraktorer som
ser ut som lov, trad och andra geometriska objekt i naturen. Genom
iteration kan man aterskapa starkt sonderbrutna och oregelbundna
former i naturen. Formerna beskrivs matematiskt som attraktorer
till iterativa funktionssystem. Dessa attraktorer ar fraktaler och frak-
tal geometri ar studiet av sadana formers geometri.
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